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   天文教育における探究型学習課題(2) 

～天文ソフトとエクセルで体感する歳差章動のメカニズム～ 

江頭 務（東亜天文学会） 

 

1. はじめに 

予備学習編は、本稿のテーマがやや専門的で

あることから本論にはいる前の序章である。こ

こでは、解析のために必要にして一般の参考書

等にない事項を、重点的に取り上げてある。内

容は、高校生の集団学習に支障のないように平

易にかみ砕いたつもりである。 

尚、歳差章動の一般的な概要については本稿

の末尾に紹介している文献を参照願いたい[1

～6]。 

 

2. 歳差運動の基本原理 

歳差運動の基本原理については、コマの運動

を例とするのがわかりやすい。コマを高速で回

転させて水平面上に少し傾けて置くと、回転軸

は一定の角速度で鉛直軸と一定の角度を保ち

ながら旋回する。この運動を歳差運動という

[6]。 

 

図 2.1  コマの歳差運動 

 

 今、図 2.1 のように、コマの回転軸が水平面

に接する点を座標原点 o とし、鉛直線の上向き

に z 軸をとる。r はコマの支点 o からコマの重

心 G までの位置ベクトルである。そこで質量

m のコマが、その回転軸を z 軸（鉛直軸）と傾

斜角θを保ちながら歳差運動しているとする。

L はコマの角運動量ベクトル、ωはコマの回転

の角速度、Ωは歳差運動の角速度である。 

歳差運動Ωの向きは、右ネジの法則により r

軸（コマの回転軸）と z 軸（重力の方向）がな

す平面に直交し、図 2.1 に示すように紙面の表

から裏となる。トルクの大きさ N は、地球の

重力加速度を g として 

N = mgr sinθ = r ×mg = r ×F  (2.1) 

である。N = r×F は一般に力 F のモーメント

と呼ばれているもので、dL/dt = N  (2.2)は回

転運動の基本式である。 

次に、基本式 dL/dt = N から歳差運動の角速

度Ωを求めて見よう。図 2.2 は図 2.1 の運動を

角運動量ベクトル L で表現したものである。

図に示すように角運動量ベクトル L は z 軸の

まわりを半径 Lsinθ で円運動することがわか

る。歳差運動の角速度をΩとすると、微小時間

dt のあいだの角運動量 L の変化は 

dL = LsinθΩdt   (2.3) 

である。 

また dL/dt = N から dL = Ndt である。これら

から、Ω = N / Lsinθ = N / Iωsinθ (2.4)が

導かれる。ここで I は、コマの軸の慣性モーメ

ントである。 

 角運動量 L と傾斜角θを定数と見れば、歳

差の角速度Ωはトルク N に比例することにな
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る。そこで以後、歳差運動はトルクを主に検討

することとする。 

 

図 2.2  半径 Lの球面における 

角運動量ベクトル Lの移動 

 

 次に、上記の検討内容を地球に適用させる。

図 2.3 は黄道面の天体が地球に及ぼすトルク

の説明図である。ここでは天体を太陽または月

と考えよう。 

 
図 2.3  黄道面の天体が地球に及ぼす 

トルクの説明図 

 

 地球の場合、支点のかわりになるのは重心で、

コマの傾きθは黄道傾斜角εに相当する。地球

は完全な球でなく、球を上下に少し圧縮したよ

うな形をしている。図 2.3 はそれを誇張して横

（黄道面）方向から眺めたものである。地球内

部の円は完全な球体を示している。地軸の方向

から眺めると、上記の完全な球体の径よりもや

や大きな完全な円である。 

 地球を質点の集合を見た場合、各質点には天

体からの引力によるトルクが発生するが、真球

の部分は完全な対称性があるために相殺され

て 0 となる。従って、実質的なトルクは球体か

らはみ出した部分から生まれることになる。図

2.3 からわかるように、天体からの引力は地球

の重心に作用する中心力とそれに直角なトル

ク成分に分解される。トルクの方向は天体が軌

道上のどの位置にあっても左回転であり、地球

の地軸を立てるように作用することがわかる。

これはコマの重力によるトルクと反対方向で

あり、歳差運動の方向が反対となることがわか

る（図 2.3 の紙面の裏から表の方向）。つまり、

地球の歳差運動の方向は地球の自転方向の逆

となる。 

 

3.トルクの計算式の導出 

 計算式の導出については参考文献 1,2 を読

めばいいのであるが、重力ポテンシャル、ルジ

ャンドル多項式、マッカラーの公式等の数式が

続き、一般の天文ファンには難解である。そこ

で本稿は、天文と古典力学の基礎知識だけで上

記と同じ結論が得られるように丁寧に解説す

る。 

 図 2.4 において地球の重心は直交座標 x,y,z

軸の原点 o に置かれている。xy 平面は地球の

赤道面であり、z 軸は地軸にあたる。r は地球

の重心 o から質点までの距離、s は質点から天

体の中心までの距離、R は地球の重心 o から天

体の重心までの距離を表す。 

座標系は一般的には右手系が使われるが、地

球物理学では左手系が使われる場合があるの

で確認すること。時により、式の符号が変わる

ことがある。 
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図 2.4 地球の質点と天体の位置関係 

（右手系座標） 

 

 上図において、x 軸、y 軸の平面は地球の赤

道面で、それに垂直な z 軸は地球の自転軸を表

している。x 軸は赤道と黄道の交点である春分

点の方向を正とする。（図 2.3 参照） 

ここで、天体 M が地球にもたらすトルクを

計算しよう。地球は質点の集合と見なされ、天

体 M が各質点に及ぼす引力 dF は万有引力の

法則から下式で表される。式中の R,r.s は位置

ベクトルで表示されている。  

𝑑𝐹 =
ீெ௠೔

|௦|మ ( ௦

|௦|
)= ீெ௠೔

|௦|య s (2.5) 

G は重力定数、M は天体の質量、mi は質点の

質量、s は質点から天体までの距離である。各

質点に働く力 dF は、地球を動かすトルク dN 

= r×dF を形成する。r は地球の重心から質点

までの距離である。図 2.4 より R = r + s のベ

クトル的関係が成立するから、質点の座標を

(x,y,z)とする時の距離 s は下式で表される。 

𝑠 = 𝑅 − 𝑟 = ൭
𝑅cos𝛿cos𝛼
𝑅cos𝛿sin𝛼

𝑅sin𝛿
൱ − ቆ

𝑥
𝑦
𝑧

ቇ =

   ൭
𝑅cos𝛿cos𝛼 − 𝑥
𝑅cos𝛿sin𝛼 − 𝑦

𝑅sin𝛿 − 𝑧

൱ = ቌ

𝐷௑

𝐷௬

𝐷௭

ቍ  

|𝑠| = ට𝐷௫
ଶ + 𝐷௬

ଶ + 𝐷௭
ଶ = √𝐷 

𝐷 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ 

−2𝑅(cos𝛿cos𝛼𝑥 + cos𝛿sin𝛼𝑦 + sin𝛿𝑧) + 𝑅ଶ  

r は R に比べて極めて小さいから
ଵ

|௦|యの 

マクローリン展開が可能である。 

|s|=√𝐷と置いて関数 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
ଵ

|௦|య =  
ଵ

（√஽)య
= 𝐷ିଵ.ହを作成する。

これを x,y,z で偏微分して、1 階微分のマクロ

ーリン展開を行う。 

డ௙

డ௫
 = 

డ஽షభ.ఱ

డ௫
=-3𝐷ିଶ.ହ(x-Rcos𝛿cos𝛼)     

    
డ௙(଴,଴,଴)

డ௫
 = 

ଷ

ோర cos𝛿𝑐𝑜𝑠𝛼 

డ௙

డ௬
 = 

డ஽షభ.ఱ

డ௬
=-3𝐷ିଶ.ହ(y -Rcos𝛿sin𝛼)    

    
డ௙(଴,଴,଴)

డ௬
 = 

ଷ

ோర cos𝛿sin𝛼 

డ௙

డ௭
 = 

డ஽షభ.ఱ

డ௭
=-3𝐷ିଶ.ହ(z -Rsin𝛿)  

    
డ௙(଴,଴,଴)

డ௭
 = 

ଷ

ோర sin𝛿 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 

𝑓(0,0,0) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0,0)𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0,0)𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
(0,0,0)𝑧  

= 
ଵ

ோయ +
ଷ

ோర (cos𝛿cos𝛼𝑥+cos𝛿sin𝛼𝑦+sin𝛿𝑧) 

最終的に 

ଵ

|௦|య =
ଵ

ோయ +
ଷ

ோర (cos𝛿cos𝛼𝑥 + cos𝛿sin𝛼𝑦 + sin𝛿𝑧) 

となる。 

 

dN = r×dF 

𝑑𝑁 = 𝑟 ×
ீெ ೔

|௦|య 𝑠= GM𝑚௜ ቄ
ଵ

ோయ +
ଷ

ோర (cos𝛿cos𝛼𝑥 +

cos𝛿sin𝛼𝑦 + sin𝛿𝑧)ቅ ൝ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ × ൭
𝑅𝑐os𝛿cos𝛼 − 𝑥
𝑅cos𝛿sin𝛼 − 𝑦

𝑅sin𝛿 − 𝑧

൱ൡ 
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=GM𝑚௜ ቄ
ଵ

ோయ +
ଷ

ோర (cos𝛿cos𝛼𝑥 + cos𝛿sin𝛼𝑦 +

sin𝛿𝑧)ቅ 𝑅 ൭
sin𝛿𝑦 − cos𝛿sin𝛼𝑧
cos𝛿cos𝛼𝑧 − sin𝛿𝑥

cos𝛿sin𝛼𝑥 − cos𝛿cos𝛼𝑦
൱ 

dN の積分 

N = GM ∑ 𝑚௜ ቄ
ଵ

ோమ +
ଷ

ோయ (cos𝛿cos𝛼𝑥 +௡
௜ୀଵ

cos𝛿sin𝛼𝑦 + sin𝛿𝑧)ቅ ൭
sin𝛿𝑦 − cos𝛿sin𝛼𝑧
cos𝛿cos𝛼𝑧 − sin𝛿𝑥

cos𝛿sin𝛼𝑥 − cos𝛿cos𝛼𝑦
൱ 

地球楕円体の対称性から重積分における奇関

数の積分は 0 となるから 

N = ଷீெ

ோయ
∑ 𝑚௜

௡
௜ୀ଴ ቌ

cos𝛿sin𝛼sin𝛿(𝑦ଶ − 𝑧ଶ)

cos𝛿cos𝛼sin𝛿(𝑧ଶ − 𝑥ଶ)

cosଶ𝛿sin𝛼cos𝛼(𝑥ଶ − 𝑦ଶ)

ቍ 

𝑁𝑥 =
3𝐺𝑀

𝑅ଷ
෍ 𝑚௜cos𝛿sin𝛼sin𝛿(𝑦ଶ − 𝑧ଶ)

௡

௜ୀ଴

 

=ଷீெ

ଶோయ sin2𝛿sin𝛼 ∑ 𝑚௜(𝑦ଶ − 𝑧ଶ)௡
௜ୀ଴  

上式の∑ 𝑚௜(𝑦ଶ − 𝑧ଶ)௡
௜ୀ଴ の部分は、

∑ 𝑚௜
௡
௜ୀ଴ ((𝑥ଶ + 𝑦ଶ) − (𝑥ଶ + 𝑧ଶ))と書き換える

ことができる。 

ここで地球の x 軸、y 軸を回転軸とする慣性

モーメントを Ix = Iy = A、z 軸を回転軸とする

慣性モーメントを Iz = C とすると 

上式は Nx = ଷீெ

ଶோయ sin2𝛿sin𝛼(𝐶 − 𝐴)となる。同

様に Ny,Nz は 

𝑁𝑦 =
3𝐺𝑀

𝑅ଷ
෍ 𝑚௜cos𝛿cos𝛼sin𝛿(𝑧ଶ − 𝑥ଶ)

௡

௜ୀ଴

 

=ଷீெ

ଶோయ sin2𝛿cos𝛼 ∑ 𝑚௜(𝑧ଶ − 𝑥ଶ)௡
௜ୀ଴  

上式の∑ 𝑚௜(𝑧ଶ − 𝑥ଶ)௡
௜ୀ଴ の部分は、

∑ 𝑚௜((𝑧ଶ + 𝑦ଶ) −  (𝑥ଶ + 𝑦ଶ))௡
௜ୀ଴ と書き換える

ことができる。即ち(A -C)となる。従って上

式は Ny = −
ଷீெ

ଶோయ sin2𝛿cos𝛼(𝐶 − 𝐴) 

となる。続いて Nz は 

𝑁z =
3𝐺𝑀

𝑅ଷ
෍ 𝑚௜cosଶ𝛿sin𝛼cos𝛼(𝑥ଶ − 𝑦ଶ)

௡

௜ୀ଴

 

= 
ଷீெ

ଶோయ cosଶ𝛿sin2𝛼 ∑ 𝑚௜(𝑥ଶ − 𝑦ଶ)௡
௜ୀ଴  

上式の∑ 𝑚௜(𝑥ଶ − 𝑦ଶ)௡
௜ୀ଴ の部分は、

∑ 𝑚௜
௡
௜ୀ଴ ((𝑥ଶ + 𝑧ଶ) −  (𝑦ଶ + 𝑧ଶ))と書き換える

ことができる。従って上式は Nz = 

ଷୋெ

ଶோయ cosଶ𝛿sin2𝛼(𝐴 − 𝐴) = 0 となる。まとめる

と、下式となる。 

𝑁 =
ଷୋ୑

ଶோయ (𝐶 − 𝐴)sin2𝛿 ൭−
sin𝛼
cos𝛼

0
൱ (2.6) 

上式から
ே௫

ே௬
= −𝑡𝑎𝑛𝛼     (2.8) の関係があ

ることがわかる。 

 

 次に歳差運動 Ω の角速度は、前述のコマの

(2.4)式からトルク𝑁௫の平均値を𝐿𝑠𝑖𝑛𝜀で除する

ことにより求められるここで ε は地球の黄道

傾斜角、L は地球の極軸まわり角運動量 L = Cω

で、C は地球の極軸まわりの慣性モーメント、

ω は地球の自転の角速度である。 
 

4. フーリエ解析 

 歳差章動トルクは周期的な変化である。そ

のため、歳差章動の数学的な手法としてはフ

ーリエ解析が主役となる。フーリエ解析の詳

細については文献[7]が分かりやすくお勧めで

ある。 

周期関数はフーリエ解析により下記の数式

に展開できる。 
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𝑓(𝑡) =  
௔బ

ଶ
+ ෍ ቀ𝑎௡ cos

ଶగ௡௧

்
+ 𝑏௡ sin

ଶగ௡௧

்
ቁ

ஶ

௡ୀଵ
  

(2.8) 

上記は実三角関数の級数であるが、これをオ

イラーの公式 𝑒௜ఏ = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 を使って

複素数に置き換えることができる。 

即ちcos𝜃  = 
 ௘೔ഇା௘ష೔ഇ

ଶ
  sin𝜃 = ௘೔ഇି௘ష೔ഇ

ଶ௜
より 

𝑓(𝑡) =
𝑎଴

2
+ ෎

𝑎௡ − 𝑖𝑏௡

2

ஶ

௡ୀଵ

𝑒
ଶగ௜௡௧

்

+
𝑎௡ + 𝑖𝑏௡

2
𝑒ି 

ଶగ௜
்  (2.9) 

 エクセルの分析ツールの中には、フーリエ

解析（高速フーリエ変換 FFT）が搭載されて

いる。高速フーリエ変換の原理は、(2.9)式の

複素数型のフーリエ変換であり、出力は複素

数となる。高速フーリエ変換 FFT のアルゴリ

ズムは難解であるが使い方は簡単である。具

体的な使用方法については本文の中で丁寧に

説明する。ここではフーリエ解析の理論の理

解は必ずしも必要でない。ワープロを使うの

にワープロのアルゴリズムの理解は不要であ

ろう。要するに、周期的な現象が単純な三角

関数の和として表されることを確認できれば

それでことは済む。ここではエクセルの使い

方が重要である。 

その下準備としての線形補間法について説

明する。線形補間法は、データを折れ線グラ

フで表示しデータとデータの間の任意の値を

とりだすものである。これはエクセルを使用

するための必須の下準備である。 

4.1  線形補間法   データ処理の下準備  

エクセルの高速フーリエ変換は、下準備とし

てデータの個数を 2 のべき乗個

(2,4,8,16・・・)にする必要がある。なぜそう

するのかについては、ひとまず保留してほし

い。なれないうちは、下記の説明の通りにし

てほしい。そのために、エクセルによる折れ

線近似の補間法を用いる[参考サイト 1]。以下

に、事例として 5 個のデータから 23=8 個の

データを取り出す方法を説明する。 

表 2.1 エクセルによる折れ線近似の補間法 

 

 

表 2.1 の説明 

 A 列と B 列は一枚の表（表 AB）で、どこに

おいてもよい。 

A 列：積算時間（必ず昇順のこと）  

B 列：トルクの計算値（A の出力値）を示す。 

C 列は 23=8 のデータ No.   

D 列は A列 0～4までの時間を均等に配分した

ものである。即ち A 列の最終の時間 4 を 7

等分したものである。計算式は 1 行目 D1=0  

2 行目 D2=D1+4/7 とすれば良い。 

E 列～H 列は計算ステップで、I 列が計算結果

（答）である。 

F 列 G 列のデータ No.8 の行の#REF!の表示が

出ているが、I 列の答は IFERROR 関数によ

りエラー補正されているので無視してよい。

（#REF!は必ず出る、出なければエラー） 

 データ No.1 と No.8 の D 列は A 列の最初の

行 0 と最後の行 4 に対応している。E 列～I 列

の計算式は以下の通りである。 

 式中の$A$11:$B$15 は表 AB を示すもので

ある。計算はエクセル行番 11 からとする。 

E 列 
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=VLOOKUP(D11,$A$11:$B$15,2,1) 

F 列

=(INDEX($A$11:$B$15,MATCH(D11,$A$11:

$A$15,1)+1,2)-

VLOOKUP(D11,$A$11:$B$15,2,1))  

F 列 2 行目の末尾の−符号を抜かさないこと。 

G 列

=(INDEX($A$11:$B$15,MATCH(D11,$A$11:

$A$15,1)+1,1)-

VLOOKUP(D11,$A$11:$B$15,1,1)) 

H 列 

=D11-VLOOKUP(D11,$A$11:$B$15,1,1) 

I 列

=IFERROR(VLOOKUP(D11,$A$11:$B$15,2,

0), E11+F11/G11*H11) 

 

図 2.5 に表 2.1 の計算結果を示す。これはフー

リエ解析をやる前に必ず確認して欲しい。表

AB で作成した折れ線の上に 8 個の均等データ

が乗っていれば合格である。 

 

 

図 2.5  折れ線グラフに補間法で求めた値を  

    プロットした結果 

       小さなドットは 5個の入力データ 

    両端のドットは重なっている 

 

 この原理を少し説明しておこう。表 AB にお

いて、x1 と x2 の中間値を x として、それに対

応する値を y として求めると  

y = yଵ+ 
୷మି୷భ

୶మି୶భ
 (x − xଵ)となる。

୷మି୷భ

୶మି୶భ
 は折れ線

グラフの傾きである。これを I 列の式

E11+F11/G11*H11に対応させると、E列がyଵ 、

F 列が(yଶ−yଵ)、G 列 が (xଶ−xଵ)、H 列が

(𝑥−xଵ)  が対応していることがわかる。後は、

エクセル関数の参考書を参照願いたい。 

 

4.2 歳差章動トルクの計算結果を 

フーリエ解析する 

 エクセルのフーリエ解析にはデータ数を 2n

乗個にする制約がある。ところが表 2.2 の歳差

章動トルクのデータは 111 個である。そこで役

立つのが先に述べた線形補間法である。ここで

は月のトルク（昇交点 No.63）を前述の(2.6)式

で計算した Nx の 111 個のデータから 128 個

のデータを取り出そう。それにはまず、時間軸

と 111個のNxのデータとの表を作成する必要

がある。 

 

表 2.2  元データの入力表 

 

 

入力表は、エクセル表示にすると

A$1$:B$111$となる。これを前述の線形補間

法に従って 128 個のデータを作成する。フー

リエ解析用入力データを、エクセルで出力す

る方法はネットなどで検索すれば山のように
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あるのでそれらを閲覧していただきたい [参

考サイト 2]。 

 表 2.3 は、フーリエ解析を行った結果を示し

ている。しかし、エクセルの出力をどうするか

が問題であるので、そのところを表 2.3 に従っ

て説明する。次数 n は振幅が 1×1022Nm 以上

のものを取り上げた。 

 

表 2.3 エクセルのフーリエ変換後の出力 Nx

（基準周期 27.3217 日） 

 

 n はフーリエ級数の次数 n である。これは 0

～127 の連続番号で、各自で入力する。その全

個数はエクセルの入力データ数 128 に一致す

る。 

 n=0 は変化しない定数で、直流成分と呼ばれ

る。これは n≧1 の周期関数とは異なる処理が

必要である。 

 n=1 は月の公転周期 27.3217 日（約 1 月）

の基準となる周波数を表す。 

 n=2 ならば半月周期、n = 3 ならば 1/3 ヶ月

周期となる。n の逆数が周期となる。 

 Ans 列は表 2.1 の答列に対応するもので、表

2.2 の出力結果である。次の長たらしい数列が

エクセルのフーリエ変換後の出力である。これ

は複素数で表示され、実際の小数点以下の桁数

は 14 桁もある。 

 次表は表 2.3 の続きで n は共通である。 

 

 

表 2.4（表 2.3 の続き） 

エクセルのフーリエ変換後の出力 Nx 

 

 次数 n の次の列は表 2.3 の複素数の大きさ

を IMABS 関数で計算したものである。 

 その後の振幅の計算は、注意が必要である。 
n = 0 の直流分は絶対値をデータの個数 128 で

割る。 
n≧1 は、絶対値をデータの個数 128 で割った

ものをさらに 2 倍する。 
 次の位相は表 2.3 の複素数の偏角を

IMARGUMENT 関数で計算したもので、単

位は rad である。次の位相はそれを

DEGREES 関数で度に換算したものである。

図 2.6 は振幅スペクトルと呼ばれているもの

で、表 2.4 の次数と振幅の関係を示してい

る。 

 

＜スペクトル＞ 

 

図 2.6  月の軌道 No.63 Nx の周波数と 

振幅のスペクトル 

次数n Ans

0 2.633E+22

1 2.523E+22 1.1473E+023+1.4330E+023i

2 2.404E+22 7.7560E+023+1.9338E+023i

3 2.306E+22 5.2000E+022+1.6496E+023i

4 2.218E+22 -3.019E+022+3.6222E+022i

5 2.113E+22 -1.2977E+022+2.2012E+021i

1.58366E+24

エクセル出力値

次数n 振幅 位相 rad 位相 deg

0 1.2372E+22 0 0

1 2.8684E+21 0.896 51.3

2 1.2490E+22 0.244 14.0

3 2.7026E+21 1.265 72.5

4 7.3685E+20 2.266 129.8

5 2.0567E+20 2.974 170.4

↓ ↓ ↓ ↓
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＜波形＞ 

次に波形の出し方を説明する。 

n = 0 の直流成分は、正負があるので注意しよ

う。それは表 2.3 の複素数（ここでは実数のみ）

の正負に従う。 

 周期成分は、下式によってグラフ化する。 

𝐴௡cos(2𝜋𝑛
ୢୣ୥

ଷ଺଴
+ 𝛷௡)   (2.10) 

𝐴௡は振幅、𝛷௡は位相 rad で、添え字の n は

次数である。式中 deg は、一周期 360°を基準

としたグラフの横軸に使う角度である。月の場

合、1deg=27.3217/360=0.0759 日である。図

2.6 のスペクトルからわかるようにグラフ化の

対称としては n が 0～4 程度で十分であること

がわかる。結果を図 2.7 に示す。 

 直線が n=0 の直流成分で、平均値を示す。

これを中軸として大きく振動しているのが合

計波形である。図 2.7 において横軸の 360°は

月の１回転（公転）を表している。縦軸の 0 線

を中軸として大きく振動しているのが半月周

期の波である。 

 
図 2.7  次数 n=0～4 のトルクの波形と 

合計波形 Nx 

 

 ここで、フーリエ解析が正しい結果を示して

いるかをチェックするために、トルクの入力波

形と図 2.7 の合計波形を重ね合わせたものが

図 2.8 である。 

 

図 2.8  入力波形と合計波形の比較 Nx 

 

 滑らかに変化しているのがフーリエ解析に

よる合計波形で、少しギザギザが重畳している

のが入力波形（実波形）である。N の数を増や

して行けばさらに入力波形に近づけることが

できるが、本稿では線一本程度の差ならば合格

としよう。フーリエ解析の精度は入力データの

数だけでなく、入力波形の形にも影響されるの

で、この確認作業は重要である。 

以上の操作を Ny に対しても行う。紙面の都

合上詳細は省略するが、半月周章動を表す n=2

の振幅は 1.3594E+22  位相は－76.0°となる。

ここで、Nx と Ny の数式を(2.11)式に従って n 

= 2 を具体的に表示すると次のようになる。 

半月周章動 n = 2  

 𝑁௫ = 1.2490cos(4𝜋
ௗ௘௚

ଷ଺଴
+ 14.0

గ

ଵ଼଴
)×1022  

𝑁௬ = 1.3594cos(4𝜋
ௗ௘௚

ଷ଺଴
－76.0

గ

ଵ଼଴
)×1022 

図 2.9 は、上式の Nx, Ny を deg を横軸にして

グラフ化したものである。 
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図 2.9 軌道 No.63 n = 2 Nx,Ny のトルクの 

変化  波高値の低い方が Nx 

 

 次に、Nx Ny のトルク成分を x 軸、y 軸に取

りこみリサジュー図形を作成したものが図

2.10 である。 

＜リサジュー図形 n=2＞ 

 
図 2.10 軌道 No.63 Nx Ny のリサジュー図形 

  

Nx Ny の位相差は 14.0－(－76.0)=90°であ

るため、やや縦長の標準形楕円である。 

 

5.リサジュー図形 

 フーリエ解析によるリサジュー図形は角速

度（周波数）が同じものを組み合わせる。前述

の説明では、cos 波と cos 波の組み合わせであ

つたが、ウーラードの章動表のように sin 波と

cos 波の組み合わせでもそのまま適応できる。 

 フーリエ解析によるリサジュー図形の一般

形は、図 2.11 に示すように位相差により傾い

た楕円となる。 

 

位相差δ 角速度ω １：１ 

0°→ 45°→ 90°→ 135°→ 180° 

 

360°← 315°← 270°← 225°← 180° 

図 2.11  角速度ωが 1：1 の時の位相差δに 

     よって変化するリサジュー図形                    

 

δ=0°とδ=180°の直線は楕円の短径が極限

まで小さくなったものと見なされる。またδ

=90°は x 軸と y 軸の振幅が等しい時には真円

となる。位相差δは、Nx Ny の数式の deg=0

とした時の角度の初期値の差の絶対値を求め、

図 2.11 と照合すればよい。sin 波と cos 波の組

み合わせの場合は、cos 波を cosθ = sin ቀθ

+
గ

ଶ
ቁ の関係を利用して sin 波に揃えてから、

位相差δを求める。従って、単なる sin 波と cos

波の組み合わせにおいては、δは 90°となる。 

これは、x 軸に対して傾きのない標準形と呼ば

れる楕円となる（図 2.10 参照）。フーリエ解析

においては、位相差δが 90°以外の値をとる

ことがあるので、傾いた楕円が登場する（図

2.12）。楕円というと、横長のものを想像しが

ちであるが、章動楕円はやや縦長のものが多い。 

ここで傾いた楕円の回転角とその長半径と短

半径を求めて見よう。 
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図 2.12 リサジュー図形の楕円体の回転角 

    𝜃௫ = 1   𝜃௬ = 2 δ=75°θ=-16° 

  

 これらの導出は、一般には線形代数を用いる

がここではより簡明な方法を紹介しよう。 

𝑥 = 𝜃௫co𝑠𝜔𝑡  𝑦 = 𝜃௬cos (𝜔𝑡 + 𝛿)で与えられる

時、次式が成立する[参考サイト 3,4] 

(
ｘ

ఏೣ
)ଶ -2(

ｘ

ఏೣ
)(

௬

ఏ೤
)cos𝛿 + (

௬

ఏ೤
)ଶ =sinଶ𝛿    （2.11） 

（これは𝑥 = 𝜃௫cos𝜔𝑡  𝑦 = 𝜃௬cos (𝜔𝑡 + 𝛿)を上

式に代入することにより確認できる導出方法

は参考サイト[3]を参照のこと）。 

（2.11）式は標準形の楕円(2.12）式を回転させ

たものである。（図 2.12 参照） 

ቀ
௫

௔
ቁ

ଶ
+ቀ

௬

௕
ቁ

ଶ
=1   (2.12）  

これを確認するために、実際に楕円の標準形を

θ0から-θ回転させてみよう。(図 2.12 参照) 

まず、下準備として移動前の点(x,y)と移動後の

点(X,Y)の関係を求める。この関係は複素数平

面や回転行列でも求められるが、以下のように

三角関数の加法定理から求めるのが簡明であ

る。原点からの距離を r,初期角をθ0 として、

移動前の点を極座標的に 

(x,y)=(r cosθ0,r sinθ0) で表すと-θ回転後の

点は(X,Y)=(r cos(θ0-θ),r sin(θ0-θ) で表される

から 

𝑋＝𝑟cos(𝜃଴ − θ) 

 = 𝑟൫cosθ଴ cosθ +  sinθ଴ sinθ൯

= 𝑥cosθ +  𝑦sinθ 

Y＝r sin(θ0-θ)  

=r (sinθ0 cosθ −cosθ0 sinθ’ ) 

 =y cosθ – x sinθ 

上記を x,y について解くと 

𝑥 = 𝑋cosθ − 𝑌sinθ  （2.13） 

𝑦 = 𝑋sinθ＋𝑌cosθ （2.14）が得られる。

これは初期角θ0とは無関係である。これを標

準形の(2.12)式に代入すると 

𝐴𝑋ଶ + 𝐵𝑋𝑌 + 𝐶𝑌ଶ = 1 (2.15)の形が得られる。

ここで注意すべきは、回転によって(2.15)式の

右辺の定数１は変化しないことである。変化す

るのは左辺の𝐴𝑋ଶ + 𝐵𝑋𝑌 + 𝐶𝑌ଶのみである。こ

れは二次形式で表現された楕円である。-θ回

転させることにより𝑋𝑌の項が現れた。ならば、

𝐴𝑋ଶ + 𝐵𝑋𝑌 + 𝐶𝑌ଶを逆にθ回転させれば𝐵𝑋𝑌

項は消えると想定される。 

 今、上記の内容を逆転させて、改めて(2.15)

式を二次形式で表現すると 

𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦ଶ（2.16）となる。 

上式を適切に回転させると xy の項を消去して

標準形に変形できる。これを標準化という。 

𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦ଶを原点を中心にθ回転させて

𝐴𝑋ଶ + 𝐵𝑋𝑌 + 𝐶𝑌ଶになったとする。 

移動前の点(x,y)と移動後の点(X,Y)の関係を

は、(2.13)(2.14)に-θを代入して回転の方向

を反転させる。 

x = Xcosθ＋Ysinθ  （2.17） 

y = −Xsinθ＋Ycosθ (2.18）となる。これら

を(2.16)式に代入して整理すると 

𝐴 = 𝑎cosଶθ − 𝑏sinθcosθ + 𝑐sinଶθ 

𝐵 = 2(𝑎 − 𝑐)sin𝜃𝑐𝑜𝑠θ + 𝑏(cosଶθ − sinଶθ)

=   (𝑎 − 𝑐)sin2θ + 𝑏cos2θ 

𝐶 = 𝑎sinଶθ + 𝑏sinθcosθ + 𝑐cosଶθ 

ここで𝐵 = 0 となる条件は 
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(𝑎 − 𝑐)≠0時、tan2θ =
௕

௖ି௔
 となる。上式から

得られるθは（2.16）式を回転させた角度であ

る。従って、これを回転後の標準形楕円から見

れば、図 2.12 の-θとなる。θ = −θ =
௕

௔ି௖
 と

なり、正負が反転する。上記と(2.16)式、(2.11)

式の対応関係から 

tan2𝜃 =
ଶఏೣఏ೤

ఏೣ
మିఏ೤

మ cos𝛿 (2.19) が求められる。一

般の教科書はこの記載が多い。位相差δが

90°の時は、θ=0°であり傾かない標準形楕

円となる。また、(𝑎 − 𝑐) = 0の時は𝐵 = 0 とな

る条件からは、θ=±45°となる。リサジュー

図形は、x 軸の±振幅𝜃௫と y 軸の±振幅𝜃௬の四

角形に内接する楕円となる。 

 次に、楕円の長半径と短半径を求めて見よう。 

まず𝑦＝𝑥tan𝜃の関係を(2.11)式に代入して𝑥ଶ

を求める。次に、 

𝑟ଶ = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ=𝑥ଶ + 𝑥ଶtanଶ𝜃=𝑥ଶ/cosଶ𝜃 

よって楕円の半径ｒは 

r =
𝜃௫𝜃௬

ඥ𝜃௫
ଶtanଶ𝜃 + 𝜃௬

ଶ − 2𝜃௫𝜃௬tan𝜃cos𝛿
ฬ
sin𝛿

cos𝜃
ฬ 

                                  (2.20)  

θは、(2.19)で求めたθとθ＋90°を代入して

ra = r(θ)  (2.21)   

rb  = r(θ+90°)  (2.22)を求める。最終的に

標準化された楕円は 

௫మ

௥ೌమ + 
௬మ 

௥್మ  = 1 (2.23) となる。 
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